
离散数学 (2) 期末复习

水至月生

2026 年 6 月 1 日

前言

计算机的离散 2 这门课程的复习其实是有些困难的。课程涉及到的知识点很碎，考试题目
也不是很简单，有股考察注意力的美，我不少打 oi 的朋友都翻车了。如果之前没学过 oi 的话，
算法的部分也比较难理解记忆（非算法难，而是课本实在是过于防自学）

基于上面的想法于是产生了这份复习文档，希望它能多用几年。

本篇复习文档将整理基础知识点，算法，以及一些做题的技巧，争取让你的离散 2 复习看
这一篇文档就够了。

但是碍于篇幅，自然会缩减一些内容，比如一些过于基础的概念，比如什么是自环，重边这

些。不过我相信你既然学了一个学期，这些肯定是会的

算法部分，部分算法文字描述实在是不太好懂，所以如果不能很快看懂我的描述/课本描述
的话可以去网上查找一些视频，我也会在每个算法处附一些视频图文资料。如果实在不理解的

话欢迎直接来问我。

需要的话可以上小班辅导系统找我约小班辅导/来答疑坊线下找我 (wx：zz777790).
如果对你有帮助的话请说谢谢水至月生。

一. 基础知识

1. 图的概念

这一节内容不是很多，主要是掌握一些最基础的概念，基本不大可能直接考察这章内容。但

基础概念实在是太多了，所以我这里没给出来。需要掌握的概念有这些，如果有不懂的直接看

书/问 ai：
有向图，无向图，后继，支撑子图，导出子图，邻接矩阵，权矩阵，关联矩阵

1.1.1 性质
设 G = (V,E) 有 n 个顶点，m 条边，则∑

v∈V (G)

d(v) = 2m.
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2. 道路与回路

2.1. 图的连通性

前两个定理知道即可，考出来概率不大。对于后面割边隔点的定义，主要会和树的内容夹

杂在一定考察，要熟悉

定理 2.1.1
设 C 是简单图 G 中含顶点数大于 3 的一个初级回路，如果顶点 vi 和 vj 在 C 中不相邻，

而边 (vi, vj) ∈ E(G)，则称 (vi, vj) 是 C 的一条弦。若对每一个 vk ∈ V (G)，都有 d(vk) ≥ 3，则

G 中必含带弦的回路。

定理 2.1.2
设 G 是简单图，n 表示顶点数，m 表示边数，证明当 m >

1

2
(n− 1)(n− 2) 时，G 是连通

图。

定理 2.1.3
设 v 是连通图 G 的一个顶点，则下述性质等价。

1. v 是 G 的一个割点。

2. 存在与 v 不同的两个顶点 u 和 w，使任一条 u 到 w 的道路 Puw 都经过 v。

3. V − v 可以划分为两个顶点集 U 和 W，使对任意顶点 u ∈ U 和 w ∈ W，顶点 v 都在每

一条道路 Puw 上。

定理 2.1.4
令 e 是连通图 G 的一条边，下述性质是等价的。

1. e 是 G 的一条割边。

2. e 不属于 G 的任何回路。

3. 存在 G 的顶点 u 和 w，使 e 属于 u 和 w 的任何一条道路 Puw。

4. G− e 可以划分为两个顶点集 U 和 W，使得对任何顶点 u ∈ U 和 w ∈ W，在 G 中道路

Puw 都经过 e。

2.2. 欧拉道路和回路

掌握定理 2.2.2 和 2.2.3 即可
定义 2.2.1
无向连通图 G = (V,E) 中的一条经过所有边的简单回路（道路）称为 G 的欧拉回路（道

路）。

定理 2.2.2
无向连通图 G 存在欧拉回路的充要条件是 G 中各结点的度都是偶数。

推论 2.2.3
若无向连通图 G 中只有 2 个度为奇数的结点，则 G 存在欧拉道路。
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2.3. 哈密顿道路和回路

这一节同样，核心是定理 2.3.1，这一节的证明过程很经典，如果有所余力的话可以看一看
定理 2.4.1 和引理 2.4.5 的证明。
定义 2.3.1 无向图 G 的一条过全部结点的初级回路（道路）称为 G 的哈密顿回路（道路），简

记为 H 回路（道路）。

定理 2.3.2
如果简单图 G 中任意两结点 vi, vj 之间恒有 d(vi) + d(vj) ≥ n− 1，则 G 中存在哈密顿道

路。

引理 2.3.3
若简单图 G 中存在 H 道路，但不存在 H 回路，不妨设其 H 道路的两端点为 v1 和 vn，则

d(v1) + d(vn) ≤ n− 1.

推论 2.3.4
若简单图 G 的任意两结点 vi, vj 之间恒有 d(vi) + d(vj) ≥ n，则 G 中存在哈密顿回路。

定义 2.3.5
若 vi 和 vj 是简单图 G的不相邻结点，且满足 d(vi)+d(vj) ≥ n，则令 G′ = G+(vi, vj)，对

G′ 重复上述过程，直至不再有这样的结点对为止。最终得到的图称为 G 的闭合图，记做 C(G)。

引理 2.3.6
简单图 G 的闭合图 C(G) 是唯一的。

定理 2.3.7
简单图 G 存在哈密顿回路的充要条件是其闭合图存在哈密顿回路。

推论 2.3.8
设 G(n ≥ 3) 为简单图，若 C(G) 为完全图，则 G 有 H 回路。

2.4. 旅行商问题

注：多半不考，可以不看；如果考出来多半是让手算一个题。

这类问题会给出一个完全图，之后我们要寻找一个最短的哈密顿回路

这里给出书上的算法：

(1) 将所有的边按照边权的大小从小到大排序
(2) 选取最短的 n 条边, 后续我们将按长短，将选取的边从短到长称为第 1, 2, · · · , n 条边
(3) 观察是否能组成回路, 可以的话对比当前最小值, 若更小则记录，进入 (4);
不可以的话取选取的第 n 条边，将其换为其排序中的下一条边，进入 (3)；
如果选取的第 n 条边没有下一条边，则进入 (4)
(4)将第 n− i条边后移一位，在其后的选取边都取最小，如果此时操作无法进行，i = i+1,

重复 (4)
若操作可以进行，计算当前大小，若大于最小值则结束，

若小于则进入 (3)
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2.5. 最短路径问题

2.5.1：Dijkstra 算法
一句话记忆：每次从未确定最短路径的顶点中，选择距离起点最近的顶点，将其标记为「已

确定最短路径」；

在选取中，每次新选取的顶点，一定是和已确定最短路径的顶点直接相连的

视频可以看看这个：B 站-【算法】最短路径查找—Dijkstra 算法

2.6. 关键路径

这一节如果考出来就是让画一个 PT 图之后求关键路径了。
2.6.1：PT 图
将工序看作顶点，几个工序就是几个顶点，边表示限制关系

2.6.2：关键路径
在 PT 图中，重新对顶点编号，使得边肯定从小到大。之后按照编号，从小到大求最大时

间。

3. 树

3.1. 树

本节要熟悉树的定义和性质。

定义 3.1.1
一个不含任何回路的连通图称为树，用 T 表示。T 中的边称为树枝，度为 1 的结点称为树

叶。
定理 3.1.2
设 T 是结点数为 n ≥ 2 的树，则下列性质等价：

1. T 连通且无回路

2. T 连通且每条边都是割边

3. T 连通且有 n− 1 条边

4. T 有 n− 1 条边且无回路

5. T 的任意两结点间有唯一道路

6. T 无回路，但在任意两结点间加上一条边后恰有一个回路

定义 3.1.3
如果 T 是图 G 的支撑子图，而且又是一棵树，则称 T 是 G 的一棵支撑树，或称生成树，

又简称为 G 的树。
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3.2. 基本关联矩阵

接下来几节的内容都和线代紧密相关，线代学不好的小朋友们有福了。

这一节的内容主要为环对应的列线性相关，如果的线代还不错的话，可以多用线代观点理

解辅助记忆

定义 3.2.1
设有向图 D = (V,E)，顶点集 V = {v1, v2, . . . , vn}，边集 E = {e1, e2, . . . , em}，构造 n×m

矩阵M = (mij)，其中

mij =


1, 顶点vi 是边ej 的起点,

−1, 顶点vi 是边ej 的终点,

0, 顶点vi 与边ej 不关联.

称矩阵M 为有向图 D 的关联矩阵。

定义 3.2.2
在有向连通图 G = (V,E)的关联矩阵中划去任意结点 vk 所对应的行，得到一个 (n−1)×m

的矩阵 Bk，Bk 称为 G 的一个基本关联矩阵。
定理 3.2.3
有向图 G = (V,E) 关联矩阵 B 的秩

rankB < n.

定理 3.2.4
设 B0 是有向图 G 关联矩阵 B 的任一 k 阶子方阵，则 det(B0) 为 0、1 或 −1。

定理 3.2.5
设 B 是有向连通图 G 的关联矩阵，则

rankB = n− 1.

定理 3.2.6
连通图 G 基本关联矩阵 Bk 的秩

rankBk = n− 1.

定理 3.2.7
设 Bk 为有向连通图 G 的基本关联矩阵，C 为 G 中的一个回路，则 C 中各边所对应 Bk

的各列线性相关。

定理 3.2.8
令 Bk 是有向连通图 G 的基本关联矩阵，那么 Bk 的任意 n− 1 阶子阵行列式非零的充要

条件是其各列所对应的边构成 G 的一棵支撑树。

3.3. 支撑树的计数

这一节计算证明都有可能。这一节的全部结论几乎都是上一节的推论，线代好的话最好还

是理解记忆。
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定义 3.3.1
T 为有向树，若 T 中存在某结点 v0 的负度为 0，其余结点负度为 1，则称 T 为以 v0 为根

的外向树，或称根树，用
−→
T 表示。

定义 3.3.2
令

−→
B k 表示有向连通图 G 的基本关联矩阵 Bk 中全部 1 元素改为 0 后的矩阵。

定理 3.3.3
设 Bk 是有向连通图 G = (V,E) 的某一基本关联矩阵，则 G 的不同支撑树的数目是

det(BkB
T
k ).

定理 3.3.4
有向连通图 G 中以 vk 为根的根树数目是

det(−→B kB
T
k ).

3.4 回路矩阵与割集矩阵

这节内容比较恶心，核心主要需要掌握对于不同的矩阵，子式的行列式非 0 代表什么，不
同矩阵之间的关系，并记住概念。

如果有余力的话可以看看行列式非 0 对应列是树/余树的证明
定理 3.4.1
有向连通图 G = (V,E) 的关联矩阵 B 和完全回路矩阵 Ce 的边次序一致时，恒有：

BCT
e = 0.

定理 3.4.2
有向连通图 G = (V,E) 的完全回路矩阵的秩为 m− n+ 1。

定义 3.4.3
有向连通图 G 中 m− n+ 1 个互相独立的回路组成的矩阵，称为 G 的回路矩阵，记为 C。

定理 3.4.4
连通图 G = (V,E) 的回路矩阵 C 的任一 m − n + 1 阶子阵行列式非零，当且仅当这些列

对应于 G 的某一棵余树。

定义 3.4.5
设 S 为有向图 G = (V,E) 的边子集，若

• G′ = (V,E − S) 比 G 的连通支数多 1；

• 对任意 S 的真子集 S′，G′′ = (V,E − S′) 与 G 的连通支数相同；

则称 S 为 G 的一个割集。
定义 3.4.6
有向连通图 G 的全部割集构成的矩阵，称为 G 的完全割集矩阵，记为 Se，其元素定义为：

sij =


1, ej ∈ Si 且与割集Si 方向一致,

−1, ej ∈ Si 且与割集Si 方向相反,

0, 其他.
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定义 3.4.7
设 T 是连通图 G 的一棵树，ei 是树枝。对应 ei 存在 G 的割集 Si，Si 只包括一条树枝 ei

及某些余树枝，且与 ei 的方向一致，此时称 Si 为 G 的对应树 T 的一个基本割集。
定义 3.4.8
给定有向连通图 G 的一棵树 T，由对应 T 的全部基本割集组成的矩阵称为基本割集矩阵，

记为 Sf。

定理 3.4.9
当有向连通图 G 的完全回路矩阵 Ce 和完全割集矩阵 Se 的边次序一致时，有：

SeC
T
e = 0.

定理 3.4.10
有向连通图 G = (V,E) 的完全割集矩阵的秩为 n− 1。

3.5 支撑树的生成

了解树于树之间的距离

定义 3.5.1
设 t1 和 t2 是连通图 G 距离为 1 的两棵树，满足 t1 − t2 = (e)，t2 − t1 = (e′)，则称

t2 = t1 ⊕ (e, e′)

为 t1 到 t2 的基本树变换。
定理 3.5.2
令 t1 和 t2 是 G 中距离为 1 的两棵树，且 t1 − t2 = (e)，t2 − t1 = (b)，则 b ∈ Se(t1)；反

之，若 b ∈ Se(t1)，则 t2 = t1 ⊕ (e, b) 是一棵树。

定理 3.5.3
给定 G 的一棵树 t0，令 t1, t2, . . . , tp 是 G 中全部满足t0 − ti = (e)

ti − t0 = (bi)
(i = 1, 2, . . . , p)

的树，则 Se(t0) = (e, b1, b2, . . . , bp)。反之，若 bi ∈ Se(t0)，则 ti = t0 ⊕ (e, bi) 是一棵树。

定义 3.5.4
令

T e = {t0 ⊕ (e, b) | b ∈ Se(t0), b 6= e}

其中 T e 可表述为：用 e 的基本割集每条边逐一替代 e 后生成的新树集合。这是所有距离原树

为 1 的树。

3.6.Huffman 树

定义 3.6.1
除树叶外，其余结点的正度最多为 2 的外向树称为二叉树。
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如果它们的正度都是 2，则称为完全二叉树。
3.6.2Huffman 树的构造
将所有的项从小到大排序，之后构造新项，为最小的两项之和，其左右儿子即为最小的两

项，之后将最小的两项删去，并增加该新项，重复上述操作

3.7. 最短树

3.7.1.Kruskal 算法
按边的权值从小到大依次选边，只要这条边不会形成环，就加入生成树；直到选够顶点数-1

条边，算法结束。

3.7.2.Prim 算法
选取初始结点 v，构成集合 U，其余结点为 V − U；选取 V − U 中距离 U 最近的结点 u，

并入集合 U，并将相应的边并入树 T；重复上述步骤，直到所有结点都进入 U。

3.7.3. 破圈法
找到图中的一个简单回路（圈），去掉其中最长的一条边，重复直到没有回路

4. 平面图

4.1. 平面图

熟悉域等基础概念，对于边，顶点，域的数量关系要熟悉

定义 4.1.1
若能把图 G 画在一个平面上，使任何两条边都不相交，就称 G 可嵌入平面，或称 G 是可

平面图。可平面图在平面上的一个嵌入称为平面图。
定义 4.1.2
设 G 是一个平面图，由它的若干条边所构成的一个区域内如果不含任何结点及边，就称该

区域为 G 的一个面（或域）。包围这个域的诸边称为该域的边界。把平面图 G 外边的无限区域

称为无限域，其他区域都叫做内部域。如果两个域有共同边界，就说它们是相邻的，否则是不
相邻的。

定理 4.1.3（欧拉公式）
设 G 是平面连通图，则 G 的域的数目 d 满足：

d = m− n+ 2

推论 4.1.4
若平面图有 k 个连通支，则：

n−m+ d = k + 1

推论 4.1.5
对一般平面图 G，恒有：

n−m+ d ≥ 2

定理 4.1.6
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设平面连通图 G 没有割边，且每个域的边界数至少是 t，则：

m ≤ t(n− 2)

t− 2

4.2. 极大平面图

定义 4.2.1
设 G 是 n ≥ 3 的简单平面图，若在任意两个不相邻的结点 vi, vj 之间加入边 (vi, vj) 就会

破坏图的平面性，则称 G 为极大平面图。
极大平面图的性质 4.2.2：

• G 是连通的；

• G 不存在割边；

• G 的每个域的边界数都是 3；

• 3d = 2m。

定理 4.2.3
极大平面图 G 中，有：

m = 3n− 6, d = 2n− 4

推论 4.2.4
对一般简单平面图 G，恒有：

m ≤ 3n− 6, d ≤ 2n− 4

定理 4.2.5
简单平面图 G 中，存在度小于 6 的结点（反证法证明）。

4.3. 非平面图

定义 4.3.1 二分图（二部图）
设 G = (V,E)是简单图，如果可把 V 划分为两个子集 X,Y，其中 X ∪Y = V,X ∩Y = ∅，

使得对任意边 (u, v) ∈ E，都有 u ∈ X, v ∈ Y，则称 G 为二分图，也称二部图。一般情况下，二
分图 G 记为 G = (X,Y,E)。

定义 4.3.2 非平面图
如果图 G 不能嵌入平面，即无论如何绘制，总有两条边在非结点处相交，则称 G 为非平面

图。
定理 4.3.3
完全图 K5 是非平面图。

定理 4.3.4
完全二分图 K3,3 是非平面图。

定义：K(1) 图与 K(2) 图
- K(1) 图：即 K5 - K(2) 图：即 K3,3
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定义 4.3.5 K 型图
在 K(1) 和 K(2) 图上任意增加一些度为 2 的结点之后得到的图，称为 K(1) 型和 K(2) 型

图，统称为K 型图（也称为 K5 和 K3,3 的“细分图”）。

定理 4.3.6（库拉托夫斯基定理）
图 G 是可平面图的充要条件是：G 不存在 K 型子图。

4.5. 对偶图

定义 4.5.1 对偶图
满足以下条件的图 G∗ 称为平面图 G 的对偶图：

1. G 中每个确定的面 fi 内设置一个结点 v∗i。

2. 对 G 中两个面 fi 和 fj 的公共边界 ek，在 G∗ 中有一条边 e∗k = (v∗i , v
∗
j ) 与 ek 相交一次。

3. 若边 ek 是 G 中某个面 fi 的环（仅属于一个面），则 G∗ 中 v∗i 有一个自环 e∗k 与 ek 相交

一次。

性质 4.5.2
1. 如果 G 是平面图，则它一定有对偶图 G∗，且在平面嵌入下 G∗ 是唯一的。

2. 对偶图 G∗ 一定是连通图。

3. 若 G 是平面连通图，则其对偶图的对偶图就是自身，即 (G∗)∗ = G。

4. 平面连通图 G 与其对偶图 G∗ 的参数满足以下对应关系：

m = m∗, d = n∗, n = d∗

其中 n,m, d 分别是 G 的结点数、边数和面数；n∗,m∗, d∗ 分别是 G∗ 的结点数、边数和面数。

5. 若 C 是平面图 G 的一个初级回路，则 G∗ 中与 C 各边对应的边集 S∗ 是 G∗ 的一个割

集。

定理 4.5.3 一个图 G 存在对偶图的充要条件是 G 是平面图。

4.6. 色数和色数多项式

学会计算色数和色数多项式

定义 4.6.1 色数
给定图 G，满足相邻结点着以不同颜色的最少颜色数目称为 G 的色数，记为 γ(G)。

定义 4.6.2 边色数
给定图 G，满足相邻边着以不同颜色的最少颜色数目称为 G 的边色数，记为 β(G)。

定理 4.6.3
一个非空图 G，γ(G) = 2 当且仅当它没有奇回路（即 G 是二分图）。

定理 4.6.4
对于任意一个图 G，设 d0 = max d(vi)（最大结点度），则：

γ(G) ≤ d0 + 1
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定理 4.6.5
对任意图 G，有：

γ(G) ≤ 1 + max
G′⊆G

δ(G′)

其中 δ(G′) 表示 G 的导出子图 G′ 中的最小结点度。

定义 4.6.6 图的两种运算
设 vi, vj 是简单图 G 中不相邻的两个结点：

1. 加边图：Gij = G+ (vi, vj)（在 G 中添加边 (vi, vj)）。

2. 收缩图：G̊ij 是将 vi, vj 合并为新结点 vij，并由 vij 继承原连接关系的简单图。

定理 4.6.7（色数的递推公式）
设 vi, vj 是简单图 G 中不相邻的两个结点，则：

γ(G) = min
{
γ
(
Gij

)
, γ

(
G̊ij

)}
定义 4.6.8 色数多项式

对于简单图 G，给定 t 种颜色对 G 的结点进行着色，满足相邻结点着以不同颜色的着色方

案数可用 f(G, t) 表示，称为 G 的色数多项式。
定理 4.6.9（色数多项式的递推公式）
设 i, j 是 G 的不相邻结点，则：

f(G, t) = f
(
Gij , t

)
+ f

(
G̊ij , t

)
5. 匹配与网络流

至少在 2026 年，崔老师不讲这一章，崔老师课堂的可以跳过

5.1. 二分图的最大匹配

这节主要是掌握匈牙利算法

定义 5.1.1 匹配、饱和点、不饱和点
设 M 为图 G 的边子集，若 M 中任意两条边都没有公共的结点，则称 M 是 G 的一个匹

配；其中与 M 的边关联的结点称为饱和点，否则称为不饱和点。
定义 5.1.2 最大匹配

设 M 是 G = (V,E) 中的一个匹配，如果对 G 的任意匹配 M ′，都有 |M | ≥ |M ′|，就说 M

是 G 的一个最大匹配。
定义 5.1.3 交互道路 (交错路)

给定 G 的一个匹配 M，G 中属于 M 与不属于 M 的边交替出现的道路称为交互道路（交
错路）。
定义 5.1.4 可增广道路（增广路）

设 P 是 G 中关于匹配 M 的一条交互道路，如果 P 的两个端点是关于 M 的非饱和点，那

么 P 就称为可增广道路（增广路）。
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定理 5.1.1（贝尔热定理）
M 是 G 的最大匹配当且仅当 G 中不存在关于 M 的可增广道路。

定理 5.1.5 匈牙利算法
实在是找不到很简单的描述法了，这里贴一个视频：b 站的：3 分钟彻底搞懂二分图匹配！

匈牙利算法动画演示

或者你可以理解为，匈牙利算法就是在不断的“抢夺”/匹配。对于没有匹配的左节点 A，
其能否被加进去最大匹配，就看其能否抢夺/匹配右节点。如果这个左节点 A连接的右节点，存
在没被匹配的，显然就可以匹配成功。

如果都被匹配了，就轮着尝试抢夺。对于节点 B，设其匹配的是 C，那么 A 能抢夺成功，
就取决于 C 能否抢夺/匹配一个不是 B 的节点。
说成绕口令就是：我能不能抢夺成功，取决于被我抢夺的人能不能匹配成功或抢夺成功，也

就是取决于被我抢夺的人能不能匹配成功或被被我抢夺的人抢夺的人能不能匹配成功或抢夺成

功，也就是取决于被我抢夺的人能不能匹配成功或被被我抢夺的人抢夺的人能不能匹配成功或

被被被我抢夺的人抢夺的人抢夺的人能不能匹配成功或抢夺成功⋯⋯

5.2. 完全匹配

定理 5.2.1（Hall 婚配定理）
二分图 G = (X,Y,E) 存在 X → Y 的完全匹配 ⇐⇒ ∀A ⊆ X, |Γ(A)| ≥ |A|，Γ(A) 为 A

的邻域。

定理 5.2.2 二分图最大匹配计数公式
X → Y 最大匹配基数：

|Mmax| = |X| − δ(G),


δ(A) = |A| − |Γ(A)|, δ(A) ≥ 0

δ(G) = max
A⊆X

δ(A)

定理 5.2.3（König 柯尼希定理）
适当选取某些行和列，可以包含 A 中全部非零元，这称之为 A 的覆盖。对于能覆盖非零元

最少的行、列数和，称为它的最小覆盖数，记为 S。

二分图中，最大匹配数 r = 最小点覆盖数 s，即 r = s。

5.3. 最佳匹配及其算法

最佳匹配一般是让求一个最大利益/最小成本的问题，也就是给你一个方阵，之后找 n 个不
同行不同列的元素使得和最小/最大。下面最小成本来描述最佳匹配算法
由于我们每行每列都一定会选择一个元素，所以我们如果对于一整行/列加减同一个值是不

会改变最后的选取的。我们的思路就是这样不断的加减，导出更多的 0 (我们控制不出现负数，
0 就是最小的)。最后只需要选取不同行同列的 0 即可。

先解释如何控制不出现负数，比如现在我们要对于第一行减 1，如果出现了负数，那我们就
在对应的列，整体加 1.
之后是算法流程：

(1) 每一行减去当前行的最小值
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(2)找到 0的一个最小覆盖（用经可能少的行和列覆盖所有的 0），对于剩下的所有元素，取
若干行/列覆盖（只能有一种，行就全是行，列就全是列，取经可能少的一个），在这些行/列，
减去他们当中最小的元素，并处理负数，重复该操作，直到 0 的最小覆盖已经覆盖了整个矩阵

5.4. 网络流

在考试的时候，如果计算最大流，可以考虑注意力：先找到一个割集，之后再找到一种流法

使得流量达到割集大小。

定义 5.5.1 运输网络
无自环有向连通图 N：

1. 唯一源点 s（入度为 0），唯一汇点 t（出度为 0）；

2. 边 (i, j) 带非负容量 cij，无边则 cij = 0。

允许流中：fij = cij 为饱和边，否则非饱和边；最大流：w0 = max
∑
j

fsj。

定义 5.5.2 割切
s ∈ S, t ∈ S = V − S，正向边集 (S, S) 为割；割容量：C(S, S) =

∑
(i,j)∈(S,S)

cij。

定理 5.5.3 最大流最小割定理
maxw = minC(S, S)

定理 5.5.4 最大流算法：一句话记忆，每一次找到一条可以增加流量的路径，Edmonds-Karp算
法则是在此基础上增加了限制：优先考虑最短路。

6. 群

这一章的内容很考验理解，如果没有理解就只能死记硬背了。如果不熟悉的话可以多多看

看例子，这个真没有什么速成的办法。

如果实在记不住，一档要记住定义和重要的性质

此外，一定要过一遍作业题。群论很多东西没看过就是很难想出来。

6.1. 幺群

定义 6.1.1 半群
设非空集合 S，· 为 S 上封闭二元运算，若满足结合律：

∀a, b, c ∈ S, (a · b) · c = a · (b · c)

则称 (S, ·) 为半群。
定义 6.1.2 含幺半群（幺群）

若半群 (M, ·) 存在单位元 e：∀x ∈M, e · x = x · e = x，则称 (M, ·) 为含幺半群（幺群）。
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6.2. 群

定义 6.2.1 群
非空集合 G，二元运算 ·，(G, ·) 是群：

1. 结合律：∀a, b, c ∈ G, (ab)c = a(bc)

2. 单位元：∃e ∈ G, ∀a ∈ G, ae = ea = a

3. 逆元：∀a ∈ G, ∃a−1 ∈ G, aa−1 = a−1a = e

定义 6.2.2 Abel 群与群的阶
群 G 满足 ∀a, b ∈ G, ab = ba 为 Abel(交换) 群；|G| 为群的阶，有限基数为有限群，否则

无限群。

定理 6.2.3 子群三条件判别
H ⊆ G,H 6= ∅ 是子群 ⇐⇒ (1)a, b ∈ H ⇒ ab ∈ H；(2)e ∈ H；(3)a ∈ H ⇒ a−1 ∈ H。

定理 6.2.4 子群紧凑判别
H ≤ G ⇐⇒ ∀a, b ∈ H, ab−1 ∈ H。

6.3. 循环群

定义 6.3.1 循环群
群 G 若 ∃a ∈ G 满足 G = 〈a〉 = {ak | k ∈ Z}，则 G 为循环群，a 为生成元。

定理 6.3.2 生成元计数
G = 〈a〉：

1. 无限循环群 |G| = ∞：生成元仅有 a, a−1；

2. n 阶有限循环群：生成元共 φ(n) 个，φ 为欧拉函数。

6.4. 置换群

这一节要注意置换的计算

定义 6.4.1
非空集合 A 的所有一一变换关于变换的乘法作成的群叫作 A 的一一变换群，记作 E(A)；

E(A) 的子群称作变换群。

当 A 为有限集，如 A = {1, 2, . . . , n} 时，A 上的一一变换称为 n 元置换，由置换构成的群称为

置换群，置换群是特殊的变换群；讨论置换群前先回顾置换与置换乘法。

定义 6.4.2
设 α, β ∈ Sn 均为轮换，若 α 与 β 所含元素互不相同，则称 α, β 是不相交的轮换。

定理 6.4.3
n 次对称群 Sn 中全体偶置换关于置换乘法构成子群，记为交错群 An；若 n ≥ 2，则

|An| =
1

2
n!。

定理 6.4.4（Cayley 定理）
任意群 G 都同构于某个变换群。
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6.5. 陪集

定义 6.5.1
设 H 是群 G 的子群，∀ a ∈ G，集合

aH = {ah | h ∈ H}

称为 H 在 G 中的左陪集；同理右陪集定义为

Ha = {ha | h ∈ H}.

定理 6.5.2
设 H ≤ G，左陪集满足下述性质：

1. H = eH，a ∈ aH；

2. |aH| = |H|；

3. a ∈ H ⇐⇒ aH = H；

4. 若 x ∈ aH，则 xH = aH，a 称作陪集 aH 的代表元；

5. aH = bH ⇐⇒ a ∈ bH ⇐⇒ a−1b ∈ H；

6. aH 6= bH =⇒ aH ∩ bH = ∅。

定理 6.5.3
设 G 为有限群，H ≤ G，则存在正整数 k 使得

G = a1H ∪ a2H ∪ · · · ∪ akH, aiH ∩ ajH = ∅, i 6= j.

定义 6.5.4
子群 H 在 G 中左（右）陪集的个数称为 H 在 G 里的指数，记作 [G : H]。

6.5.5.Lagrange 定理
G 有限，H ≤ G，则

|G| = [G : H] · |H|.

6.6. 正规子群和商群

定义 6.6.1
设 H ≤ G，若 ∀ a ∈ G满足 aH = Ha，则称 H 为 G的正规子群（不变子群），记作 H ◁G；

对正规子群不再区分左、右陪集，直接简称陪集。

定理 6.6.2
设 H ≤ G，下述四条条件互相等价：

1. H ◁ G；

2. ∀ g ∈ G, gHg−1 = H；
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3. ∀ g ∈ G, gHg−1 ⊆ H；

4. ∀ g ∈ G, ∀h ∈ H, ghg−1 ∈ H。

定理 6.6.3
设 A,B ≤ G：

1. 若 A ◁ G, B ◁ G，则 A ∩B ◁ G, AB ◁ G；

2. 若 A ◁ G, B ≤ G，则 A ∩B ◁ B, AB ≤ G。

定理 6.6.4
设 H ◁ G，以 G/H 表示 H 的全体陪集构成的集合，在陪集乘法运算下 G/H 成群，称为

G 关于 H 的商群。

6.7. 同态和同态基本定理

定义 6.7.1（群同态）
设群 G1, G2，映射 f : G1 → G2，满足

f(ab) = f(a)f(b), ∀a, b ∈ G1,

称 f 为同态：

• f 单射 ⇒ 单一同态；

• f 满射 ⇒ 满同态，记 G1 ∼ G2，G2 是 G1 的同态象；

• f 双射 ⇒ 同构（既单又满的同态）。

定理 6.7.2（同态核）
设 f : G→ G′ 为群同态，e′ 是 G′ 单位元，记

Ker f = {a ∈ G | f(a) = e′},

则 Ker f ◁ G，Ker f 称为同态 f 的核。

定理 6.7.3
f : G→ G′ 同态，K = Ker f，则 ∀a, b ∈ G，

f(a) = f(b) ⇐⇒ b ∈ aK.

定理 6.7.4
同态 f 是单一同态 ⇐⇒ Ker f = {e}（核为平凡子群）。

6.7.5 同态基本定理（第一同构定理）

1. G 的任意商群 G/K 都是 G 的同态象；

2. 若 G′ 是 G 的同态象，f : G↠ G′ 满同态，则

G′ ∼= G/Ker f.
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定理 6.7.6
K ◁ G，K ⊆ H ≤ G，记 G′ = G/K, H ′ = H/K：

1. H ′ ≤ G′；

2. φ : H 7→ H/K 是 {H | K ⊆ H ≤ G} → {H ′ | H ′ ≤ G′} 的双射；

3. H ◁ G ⇐⇒ H ′ ◁ G′，此时
G

H
∼=
G/K

H/K
.

定理 6.7.7
H ≤ G, K ◁ G，则

HK

K
∼=

H

H ∩K
, φ(hK) = h(H ∩K), h ∈ H.

二. 一些技巧

离散大题并非很简单，很多题目存在一些技巧，下面把我能想起来的写一写。

注：例题能看的看一看）都是往年题和作业

1. 归纳

我的一位数学老师曾经告诉我，在数学证明中，使用归纳法和反证法就应该如果呼吸喝水

一般自然。

反证，归纳，构造是离散数学中最最基础的技巧，考试的时候如果卡住一定要试一试.
归纳法的核心在于减治。也就是减小问题规模的同时，不破坏条件。一个题如果能进行这

样的减治，那归纳法一定是没问题的。

当然，我们经常看到的可能不是直接的减治，而是从 n 推到 n+ 1, 不过在图论中还是直接
的减治更多

例 1.
在简单图 G 中，证明：若 n ≥ 4 且 m ≥ 2n− 3, 则 G 中含有带弦回路

证明：基例 n = 4 时,m = 5 或 6, 易知 G 中含有带弦回路

去除 G 中一个度数小于等于 2 的节点, 得到 G′，再次去除 G′ 中一个度数小于等于 2 的节
点，重复操作直到最终图 L 中节点度数均大于等于 3 或者 n = 4，若为后者则 L 中存在带弦回

路，进而 G 中存在带弦回路

若 L 中节点度数均大于等于 3，考虑取 L 中的一条极长道路 l : v1 → v2 → · · · → vk

由于该道路极长，所以与 v1 相连的顶点必然在 v2 到 vk 中，结合 d(v1) ≥ 3，不妨设与 v1

相连的三个顶点为 v2, vi, vj(i ≤ j)，从而 v1 → · · · →→ vj → v1 是一个回路，且存在弦 (v1, vi)

进而 G 中存在带弦回路

综上得证

例 2.
定义树的中心为以其为端点的最长初级道路长度最小的顶点。证明:任意一棵树至多有两个

中心，且当有两个中心时，这两个中心相邻
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证明：显然有初级极长道路的端点是叶节点，因此只要存在非叶节点 (即 n ≥ 3)，中心便不是
叶节点。

而且此时若去除所有叶节点，则所有极长道路长度都减一，中心不变！问题保持不变，从而

减治即可完成。

2. 反证

反证大家一定都非常熟悉，下面介绍一类反证：取极值点导出矛盾

这类的典型是哈密顿回路，比如以下重要定理的证明：

如果简单图 G 中任意两结点 vi, vj 之间恒有 d(vi) + d(vj) ≥ n− 1，则 G 中存在哈密顿道

路。

我们假设存在一个极长道路，之后通过条件可以反证，如果道路长度不是 n，就一定存在

更长的道路

之后再给一个需求很强注意力的例子：

例 3.
对于图 G, 若存在两个不相邻的顶点的度数之和大于 n, 则将它们连起来, 直到无法再进行

下去, 得到的图 G∗ 为 G 的闭合图.
(1) 证明闭合图唯一;
(2) 将有 v 的顶点的图 G 中所有点的度数由大到小排列起来 (d1, d2, · · · , dv). 满足若 dm ≤

m, 则 dv−m ≥ v −m. 证明 G 中存在 H 回路.
证明：

(1) 假设通过两种不同顺序得到闭合图 G1 和 G2。我们证明 G1 = G2。考虑任意边 e =

uv ∈ E(G1)。若 e 是 G 中原有的边，则显然 e ∈ E(G2)。否则，e 是在某个阶段添加的。在添

加 e 的时刻，设当前图为 H，满足 degH(u) + degH(v) ≥ n 且 u 与 v 不相邻。由于 H 中的边

都是 G1 中在 e 之前添加的边，且它们也属于 G2（归纳假设），因此在 G2 中，u 和 v 的度数至

少与 H 中相同，从而 degG2
(u) + degG2

(v) ≥ n。若 u 与 v 在 G2 中仍不相邻，则根据闭合图

定义，G2 也会添加边 uv，矛盾。故 e ∈ E(G2)。因此 E(G1) ⊆ E(G2)，同理 E(G2) ⊆ E(G1)，

所以 G1 = G2，闭合图唯一。

(2) 考虑 G 的闭合图 G∗。我们首先证明 G∗ 是完全图 Kv。假设不然，则存在不相邻顶点

u, v ∈ V (G∗)。选取这样的顶点对使得 degG∗(u)+degG∗(v)最大，记 k = degG∗(u)，l = degG∗(v)，

且 k ≤ l。由于 u, v 不相邻，有 k + l ≤ v − 1，从而 k ≤ v−1
2 。

定义集合：

S = {x 6= u | ux /∈ E(G∗)}, T = {x 6= v | vx /∈ E(G∗)}.

则 |S| = v− 1− k，|T | = v− 1− l。由最大性，对任意 x ∈ S，有 deg(x) ≤ l ≤ v− 1− k；对任

意 x ∈ T，有 deg(x) ≤ k。注意 u 本身满足 deg(u) = k ≤ v − 1− k，且 u ∈ T。因此：

• S ∪ {u} 包含 v − k 个顶点，每个度数 ≤ v − 1− k，故在 G∗ 的度序列中，第 v − k 大的

数 d∗v−k ≤ v − 1− k。从而 dv−k ≤ d∗v−k ≤ v − 1− k。

• T 包含 v − 1− l 个顶点，每个度数 ≤ k。由 k + l ≤ v − 1 得 v − 1− l ≥ k，故至少有 k

个顶点度数 ≤ k，于是第 k 大的数 d∗k ≤ k，从而 dk ≤ d∗k ≤ k。
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由条件，若 dk ≤ k，则 dv−k ≥ v − k。但已证 dv−k ≤ v − 1− k，矛盾。故假设不成立，G∗ 必

为完全图。

完全图显然有哈密顿回路，因此原图 G 也包含哈密顿回路。

3. 加边和收缩

对于加边和收缩的定义，可以在本讲义色数多项式的部分找到。不过实际在部分解题过程

中，不一定要求收缩时两条边不相连。

这方面典型的一个应用就是闭合图有哈密顿回路等价于原图有哈密顿回路，比如前面的例

3 第二问
例 4.
设 G 是有 n 个顶点的简单图，其最小度 δ(G) ≥ n+ q

2
，证明 G 中存在包含任意 q 条互不

相邻边的哈密顿回路。

证明：
对于 G 中任意 q 条不相邻的边 v1u1, · · · , vquq，由于互不相邻，所以 vi, ui 互不相同

考虑图 G′，是将图 G 中的 viui 视为一个点 wi，其余顶点保留不变，边的关系不变，若顶

点 hvi 和 hui 都存在，则在 G′ 中 hwi 存在

这样变化后，一共有 n − q 个顶点，G‘ 的最小度大于等于 n+ q

2
− q =

n− q

2
，根据推论

2.3.3，G′ 中存在 H 回路，从而在 G 中存在包含这 q 条边的 H 回路
例 5. 证明：在二分图 G = (X,Y,E) 中，X 到 Y 最大匹配的边数为

|X| − δ(G)

其中

δ(G) = max
A⊆X

δ(A), δ(A) = |A| − |Γ(A)| ≥ 0

证明：
设 A∗ ⊆ X 满足

δ(G) = δ(A∗) = |A∗| − |Γ(A∗)|.

任取 G 中一个匹配 M，A∗ 内顶点的匹配像只能落在邻域 Γ(A∗) 中，故

|M ∩ E[A∗, Y ]| ≤ |Γ(A∗)|.

因此 X 中至少有

|A∗| − |Γ(A∗)| = δ(G)

个顶点无法被匹配，于是

|M | ≤ |X| − δ(G).

由 M 的任意性，得

α′(G) ≤ |X| − δ(G).

构造扩充二分图 G′ = (X,Y ∪ Y0, E′)，其中：

• Y0 为新增顶点集，|Y0| = δ(G)；
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• 原图边保持不变，且任意 x ∈ X 与所有 y0 ∈ Y0 连边。

对任意 A ⊆ X，在 G′ 中邻域满足

|ΓG′(A)| = |ΓG(A)|+ |Y0| = |ΓG(A)|+ δ(G).

由 δ(G) 的定义：

|A| − |ΓG(A)| ≤ δ(G) =⇒ |ΓG(A)|+ δ(G) ≥ |A|,

即

|ΓG′(A)| ≥ |A|, ∀A ⊆ X.

由 Hall 定理，G′ 中存在 X 的完全匹配 M ′，满足 |M ′| = |X|。
去掉 M ′ 中连接 Y0 的边，得到 G 内的匹配 M，则

|M | ≥ |X| − δ(G),

从而

α′(G) ≥ |X| − δ(G).

结合上下界

|X| − δ(G) ≤ α′(G) ≤ |X| − δ(G),

故

α′(G) = |X| − δ(G).

定理证毕。

4. 构造映射

群论的证明中，经常使用同态基本定理来证明同构，或者一些数量恒等式

例 5. 设 H,K ◁ G

1. 证明 HK ◁ G；

2. 证明 G/HK ∼=
(
G/H

)/(
HK/H

)
。

证明：

1. 第一步：证 HK ≤ G。∀hk, h′k′ ∈ HK，

(hk)(h′k′)−1 = hk(k′)−1(h′)−1.

由 K ◁ G，(k′)−1(h′)−1 = (h′)−1k1, k1 ∈ K，代入得

hk(k′)−1(h′)−1 = hh′−1k1 ∈ HK,

故 HK 是 G 的子群。

正规性：∀g ∈ G，

gHKg−1 = gHg−1 · gKg−1 = HK,

其中 gHg−1 = H, gKg−1 = K 来自 H,K ◁ G，于是 HK ◁ G。
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2. 定义自然同态 φ : G → G/H, φ(g) = gH，kerφ = H。设商投影 π : G/H → G/H

HK/H
，

π(xH) = xH。复合映射 ψ = π ◦ φ : G→ G/H

HK/H
，ψ 为满同态。

kerψ = {g ∈ G | gH ∈ HK/H} = HK.

由群同态基本定理：

G/ kerψ ∼= Imψ =⇒ G

HK
∼=

G/H

HK/H
.

·
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