
抽代期末辅导

水至月生

2025 年 12 月 29 日

1 如何复习

抽代期末考试题的构筑是 60 分复习题 +60 分 Galois 群计算，前者做
复习题就好，后者的题型类似于第八次作业。具体的细节见我的抽代资料云
盘中“课堂内容概要”文件。
对于后者，首先要掌握基础的理论，其次要把第八次作业搞明白了，最

后要听天由命，我们本次小班辅导便着重解决这两个问题。

2 你需要掌握的理论

首先，你不必掌握讲义上的全部内容;
其次，你不必掌握大定理的证明;
最后，即使是课上讲的内容你也不一定需要全部掌握。
你需要掌握的内容是课堂内容的真子集，课堂内容是讲义内容的真子

集。
课堂内容可见我的云盘文件。

2.1 讲义复习范围

5.1 代数扩张
只需去掌握这一节的符号的基础含义以及定义，其它内容不会被考查
5.2 代数闭包
了解代数封闭域，代数闭包的定义.
5.3 环的整扩张
整体跳过
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5.4 分裂域和正规扩张
分裂域，正规扩张的定义以及基础性质，正规闭包可以不看；
注意可分的定义和判断方法（不过也可以不看），而完美域，不可分，可

分次数不需要看，单扩张可以看一眼本原元素对应定理。
5.5Galois 理论
Galois 扩张的定义，Galois 对应定理的内容，注意判别式的含义。
5.6.2Galois 群在根上的作用一小节可以全部看一下。
5.6.3 正规基,5.6.4 有限域，5.6.5 分圆扩张，5.6.7Kummer 理论可以通

通跳过，有余力可以看眼 4，5，6 的大结论
5.7 可解群
跳过
5.8Galois 的经典应用
虽然我认为这是 Galois 理论最美妙的部分，但是考试，所以你可以跳

过，并且你不会受到任何处分！
5.9 mod p 理论
只需要关注 Dedekind 理论
第五章之外
如果你群忘的差不多了，那么建议去复习一个 Sylow 子群和正规子群

的基础内容。
另外要掌握一些多项式的基础理论，判断重根（导数），不可约等
以及对称多项式的一些计算

2.2 具体知识点

代数元: 设 L/K 是域扩张，α ∈ L。若存在非零多项式 f(x) ∈ K[x] 使
得 f(α) = 0，则称 α 是 K 上的代数元；否则称 α 是 K 上的超越元。

极小多项式: 设 L/K 是域扩张，α ∈ L 是 K 上的代数元。所有满足
f(α) = 0 的非零多项式 f(x) ∈ K[x] 中，次数最低的首一多项式称为 α 在
K 上的极小多项式，记为 minK,α(x)。
代数扩张: 设 L/K 是域扩张。若 L中每个元素都是 K 上的代数元，则

称 L/K 是代数扩张；否则称 L/K 是超越扩张。
有限扩张与扩张次数: 设 L/K 是域扩张。若 L 作为 K-线性空间的维

数有限，记为 [L : K] = dimK L，则称 L/K 是有限扩张，[L : K] 称为扩张
的次数；否则称 L/K 是无限扩张。
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分裂域:
设 K 是域，f(x) ∈ K[x] 是次数 ≥ 1 的多项式。若存在域扩张 L/K 满

足：
1. f(x) 在 L[x] 中可分解为一次因式的乘积：f(x) = c(x − α1)(x −

α2) · · · (x− αn)（c ∈ K×，αi ∈ L）；
2. L = K(α1, α2, · · · , αn)（L 由 f(x) 的根生成），
则称 L 是 f(x) 在 K 上的分裂域。
正规扩张: 设 L/K 是代数扩张。若每个不可约多项式 f(x) ∈ K[x] 若

在 L 中有根，则必在 L[x] 中分裂为一次因式的乘积，则称 L/K 是正规扩
张。
正规扩张的基础性质:
1. 有限扩张 L/K 是正规扩张 ⇐⇒ L 是某个多项式 f(x) ∈ K[x] 在

K 上的分裂域；
2. 正规扩张的交仍为正规扩张；正规扩张在中间域上的限制未必正规。
可分元与可分扩张：设 L/K 是域扩张，α ∈ L 是 K 上的代数元，

minK,α(x) 是其极小多项式。若 minK,α(x) 在其分裂域中无重根，则称 α

是 K 上的可分元；若 L/K 中每个元素都是 K 上的可分元，则称 L/K 是
可分扩张。
可分性判断方法:
1. 不可约多项式 f(x) ∈ K[x] 无重根 ⇐⇒ f ′(x) 6= 0（形式导数不为

零）；
2. 特征为 0 的域上的代数扩张都是可分扩张。
本原元素定理：设 L/K 是有限可分扩张，则存在 α ∈ L使得 L = K(α)，

称 α 是 L/K 的本原元素。
Galois 扩张：设 L/K 是有限代数扩张。若 L/K 既是可分扩张又是正

规扩张，则称 L/K 是 Galois 扩张。
Galois 群：设 L/K 是 Galois 扩张，记 Gal(L/K) = {σ : L → L |

σ 是域同构且σ|K = idK}，称为 L/K 的 Galois 群（运算为同构的复合）。
Galois 对应定理：设 L/K 是有限 Galois 扩张，定义中间域的集合和

子群的集合：

M = {K ⊂ M ⊂ L | M 是中间域}, S = {H < Gal(L/K) | H 是子群},

并用包含关系作为 M 和 S 上的偏序。那么，我们有如下的反转偏序关系
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的 Galois 对应（以下映射互为逆）：

M 1:1−−→ S, M 7→ Gal(L/M), LH 7→ H.

进一步，扩张 M/K 是正规扩张当且仅当 Gal(L/M) ◁ Gal(L/K) 是正
规子群，并且在此情形下，我们有

Gal(M/K) = Gal(L/K)/Gal(L/M).

Galois 群在根上的作用：设 K 是域，P ∈ K[X] 为可分的多项式，L

是 P 的分裂域。那么，Gal(L/K) 在根的集合 ZP (L) 上的作用是忠实的：

1 → Gal(L/K) → SZP (L).

这个作用是传递的当且仅当 P 是不可约多项式。

2.3 讲义之外

1. 可约的判断：
(1). 艾森斯坦判别法：
设 f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 是一个整系数多项式。如

果存在一个素数 p，使得以下三个条件同时成立：

1. 首项系数 an 不被 p 整除，即 p ∤ an；

2. 其余所有系数 an−1, an−2, . . . , a0 都被 p整除，即 p | ai 对所有 0 ≤ i ≤
n− 1 成立；

3. 常数项 a0 不被 p2 整除，即 p2 ∤ a0。

那么多项式 f(x) 在有理数域 Q 上是不可约的。
(2) 转化到有限域：若在有限域上不可约，则在 Q 上也不可约
(3) 线性组合反证：例如对于 x2−α 在 Q(α) 上是否可约，可设其可约，

之后将其一个根设为 {1, α, α2, · · · } 的线性组合，之后代入到处矛盾
2. 判别式的性质：
可以去参考复习题
3. 对称多项式：
主要是通过韦达定理得到根的关系，之后用其计算一些对称多项式，或

者相对比较对称的多项式
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3 例题

A. X6 − 3X2 − 1 的 Galois 群

1. 证明，P (X) = X3 − 3X − 1 ∈ Q[X] 有 3 个实根 α1, α2, α3 满足
α1 > 0 > α2 > α3，并且对任意 α ∈ {α1, α2, α3}，2− α2 是 P 的根。

2. 令 K 为 P 在 Q 上的分裂域。证明，K = Q(α1) 并且 Gal(K/Q) ∼=
Z/3Z。

3. 对每个 i = 1, 2, 3，选定 βi ∈ C，使得 β2
i = αi 并且 β1β2β3 = 1。计算

[K(β1) : K]。

4. 证明，L = Q(β1, β2) 是 Q 上的 Galois 扩张并计算 [L : Q]。自此往后，
令 G = Gal(L/Q)。

5. G 有几个 Sylow 2-子群？证明，它们都同构于 Z/2Z× Z/2Z。

6. 证明，以下 12 个映射所给的 β1 与 β2 的像决定了 G 中所有元素：

7. 给出 G 的所有 Sylow 3-子群并证明 G ∼= A4。

8. 令 θ1 = β1 + β2 + β3，θ2 = −β1 + β2 − β3，θ3 = β1 − β2 − β3，
θ4 = −β1 − β2 + β3。证明，以下给出了 L/Q 的所有非平凡中间域：

{Q(β2
1),Q(β1),Q(β2),Q(β3),Q(θ1),Q(θ2),Q(θ3),Q(θ4)}

B. 一个 6 次多项式分裂域的 Galois 群的计算

1. 证明，X2 +X + 1 是 F2[X] 中唯一一个二次不可约多项式。

2. 证明，F2[X] 中每个三次不可约多项式都整除 X8 +X。

3. 证明，在 F2[X] 中，X2 +X +1 ∤ X8 +X +1。计算 P2(X) = X8+X+1
X2+X+1

并证明 P2(X) 是不可约的。

4. 令 T (X) = X2 + 1 ∈ Z[X]，F0(X) = X，Fn(X) = T (Fn−1(X))（其
中 n ≥ 1）。证明，在 Z[X] 中，T (X)−X 整除 Fn(X)−Fn−1(X)（其
中 n ≥ 1）；进一步证明，在 Z[X] 中，T (X)−X 整除 F3(X)−X。
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5. 证明，在 Z[X]中，计算 P (X) = F3(X)−X
T (X)−X

（你可以用 P (10) = 1143745

来检验答案的正确性）并证明 P (X) 是 Z[X] 中的不可约多项式。

6. 令 R = {x ∈ Q | P (x) = 0} 为 P 根的集合，L 为 P 在 Q 上的分裂域
（不妨假设 L ⊂ Q ⊂ C），G := Gal(L/Q) 为其 Galois 群。证明，R 可
以如下描述：

R =
{
x ∈ C | T (T (T (x))) = x，但是T (x) 6= x

}
.

7. 证明，对任意的 x ∈ R，我们有 T (x) ∈ R，从而以下映射是良好定义
的：

T : R → R

8. 证明，|R| = 6 并且可以将 R 中的元素记作：

R = {α1, α2, α3, α4, α5, α6} = {α1, α3, α5}︸ ︷︷ ︸
R1

∪{α2, α4, α6}︸ ︷︷ ︸
R2

,

使得 T (α1) = α3，T (α3) = α5，T (α5) = α1而 T (α2) = α4，T (α4) = α6，
T (α6) = α2。特别地，如果将 SR 与 S6 等同（其中 αi ∈ R 对应着指
标 i），那么 T 可以被视作是 (1, 3, 5)(2, 4, 6) ∈ S6。

9. 令 CT = {g ∈ S6 | g · T = T · g} 为 T 在 S6 中的中心化子。证明，对
任意的 g ∈ CT，我们有 g(R1) = R1、g(R2) = R2 或者 g(R1) = R2、
g(R2) = R1。据此，证明以下映射是满的群同态：

ε : CT → {±1}, ε(g) =

1, �� g(R1) = R1,

−1, �� g(R1) = R2.

其中 {±1} 是 2 阶循环群。

10. 证明，|CT | = 18。

11. 我们可以将 G := Gal(L/Q) 视作是 SR = S6 的子群。证明，G < CT，
ε|G : G → {±1} 也是满射并且 |G| = 6 或 18。

12. 令 ξ = α1+α3+α5，η = α2+α4+α6，证明，Q(X) = (X−ξ)(X−η) ∈
Q[X]。注意，不能使用本题后面的结论。

13. 证明，Q(X) = X2 +X + 3 ∈ Z[X]。

6



14. 令 H := (ε|G : G → {±1})，证明，LH 是 L/Q 的唯一 2 次的中间域。
进一步给出整数 d，使得该中间域为 Q(

√
d)。

15. 利用 GaloisGPT 软件，得到 P 的判别式 Disc(P ) = −33，请问它的
结果是否正确并给出理由。

16. 令
γ1 = α1α2 + α3α4 + α5α6,

γ2 = α1α4 + α3α2,

γ3 = α1α6 + α3α2 + α5α4,


δ1 = α1α2 + α3α6 + α5α4,

δ2 = α1α4 + α3α2 + α5α6,

δ3 = α1α6 + α3α4 + α5α2,

令 A(X) = (X−γ1)(X−γ2)(X−γ3)，B(X) = (X−δ1)(X−δ2)(X−δ3)。
证明，A(X), B(X) ∈ Q[X]。注意，不能使用本题后面的结论。

利用 Mathematica 软件可以算得（正确的结果）：

A(X) = X3 − 3X2 − 6X − 28, B(X) = X3 − 3X2 − 6X − 1.

17. 证明，Disc(A) = −22 · 36 · 11 而 Disc(B) = 36。我们可以利用如下公
式：对于多项式 X3 + aX + b，Disc(X3 + aX + b) = −4a3 − 27b2。

18. 证明，G ∼= CT。
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