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⼀、知识点总览

第三章：重积分

3.1�矩形域上⼆重积分�

• ⼆重积分定义（分划）

• 矩形域上连续函数必然可积

• 零⾯积集（零测集）

• 矩形域间断点为零⾯积集的有界函数可积

• 可加性与保号性

3.2�⼀般有界集合上⼆重积分�

• 定义（借助矩形域）

• 在边界零⾯积区域内间断点零⾯积的有界函数可积

• 可加性与保号性

• ⼆重积分的积分中值定理

• ⾯积定义

3.3�累次积分法�

• ⼆重积分与单次积分的转换

• 上下界界定技巧

• 变量代换

◦ 极坐标代换

• 对称性

3.4�三重积分�

• 累次积分法

◦ 分拆⽅法

https://jw28qi1yevp.feishu.cn/docx/FzhBdigKUosG7gxJId3cHcStnbe


• 变量代换

◦ 柱坐标

◦ 球坐标

3.5�重积分应⽤�

• 曲⾯⾯积计算

◦ � �S =  dudv,E =∬ EG− F 2
 ⋅

∂u
∂r

 ,G =
∂u
∂r

 ⋅
∂v
∂r

 ,F =
∂v
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 ⋅
∂u
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∂v
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◦ �S =  dxdy∬ 1 + (  ) + (  )
∂x
∂z 2

∂y
∂z 2

• 质⼼计算

◦ � �=x̄  

ρ(x, y, z)dV∭

xρ(x, y, z)dV∭

• 转动惯量计算

• 引⼒问题

第四章：曲线积分与曲⾯积分

✏ 约定简写式：

� �A =  ,B =
D(u, v)
D(y, z)

 ,C =
D(u, v)
D(x, z)

 

D(u, v)
D(x, y)

4.1�曲线与曲⾯�

• 定义

• ⽅向

◦ 法向量

▪ 曲线：� �
 

∂t
∂(x, y, z)

▪ 曲⾯：� �
 ×

∂u
∂(x, y, z)

 

∂v
∂(x, y, z)

4.2�第⼀类曲线积分��

• 记号：� � f (X)dl∫
L

• 性质

◦ 可加性



◦ 线性性

◦ 保序性

• � � f (x, y, z)dl =∫
L

 f (x, y, z)  dt∫
α

β

x (t) + y (t) + z (t)′ 2 ′ 2 ′ 2

4.3�第⼀类曲⾯积分�

• 记号：� � f (x, y, z)dS ∬
S

• � � f (x, y, z)dS = ∬
S

  dudv∬
D

A + B + C2 2 2

4.4�第⼆类曲线积分�

• � � F ⋅∫
L(A)

B

dl

• 性质：

◦ ⽅向性

◦ 可加性

• � � F ⋅∫
L(A)

B

dl =  (X ,Y ,Z) ⋅∫
α

β

(x (t), y (t), z (t))dt′ ′ ′

4.5�第⼆类曲⾯积分�

• 记号：� �V ⋅∬ dS

◦ � �dS = n dS∘

◦ � �n =∘ (cosα, cosβ, cos γ)

◦ � �dy ∧ dz = cosαdS, dz ∧ dx = cosβdS, dx ∧ dy = cos γdS,

• 投影法

4.6�Green公式�

• Green公式：� � (  +∬
D ∂x

∂X
 )dxdy =

∂y
∂Y

 V ⋅∮
∂D

n dl∘

◦ � 正⽅向为逆时针⽅向，� 为其单位外法向量�∂D n∘

◦ � �n =∘
 

dl

(dy, −dx)

◦ 变形：

▪ � � divV dxdy =∬
D

 Xdy −∮
∂D

Y dx

• 路径⽆关的第⼆类曲线积分



• 路径⽆关的第 类曲线积分

◦ 等价:�

▪ � � =
∂x
∂Y

 

∂y
∂X

▪ � �∃u, s.t. du = Xdx+ Y dy

• 全微分⽅程：� �M(x, y)dx+ N(x, y)dy = 0

4.7�Gauss公式与Stokes公式�

• Gauss公式：� � V ⋅∬
∂Ω+

dS =  (  +∭
Ω ∂x

∂X
 +

∂y
∂Y

 )dxdydz
∂z
∂Z

◦ � �divV =  +
∂x
∂X

 +
∂y
∂Y

 

∂z
∂Z

• Stokes公式：� � V ⋅∮
∂S+

dl = rotV ⋅∬ dS

◦ � �rotV =       

∣

∣ i
 ∂x

∂

F  x

j
 ∂y

∂

F  y

k
 ∂z

∂

F  z ∣

∣

◦ � 与� ⽅向满⾜右⼿螺旋法则�S+ ∂S+

第五章：常数项级数

5.1�⽆穷级数收敛性�

• 部分和

• 级数收敛

◦ Cauchy准则：� �∀ϵ > 0, ∃N ∈ N  , s.t. ∀n >+ N, ∀p ∈ N  , ∣Σ  u  ∣ <+ k=n+1
n+p

k ϵ

◦ 级数收敛，则数列趋于0�

◦ 线性性

5.2�⾮负项级数收敛性�

• ⽐较判敛法

◦ ⽐⼤⼩

◦ 求极限

• 积分判敛法

◦ 级数敛散性与积分⼀致

▪ 要求被积函数⾮负递减

◦ 推论：与� 对⽐� 

xp
1

• ⽐率判敛法



• ⽐率判敛法
◦ ⽆法处理� 情况�ρ = 1

◦ 极限不存在时，可换⽤对应⽅向上下极限

• 根值判敛法

◦ 与⽐率判敛法等价

◦ 极限不存在时，可换⽤对应⽅向上下极限

• Raabe判敛法�

◦ � ，级数收敛�∃ρ > 1,n⾜够⼤时,n(  −
u  n+1

u  n 1) ≥ ρ

◦ � ，级数收敛�n充分⼤时,n(  −
u  n+1

u  n 1) ≤ 1

5.3�任意项级数的收敛性�

• 绝对收敛与条件收敛

• 交错项级数Lebniz定理：若� 递减且趋于0，则�{u  }n

◦ � 收敛且不⼤于� �Σ  (−1) u  n=1
∞ n

n u  1

◦ 截断误差� �∣R  ∣ =n ∣S − S  ∣ <=n u  n+1

• Dirichlet判别法：若数列� 满⾜�{u  }, {v  }n n

◦ � 部分和有界�{u  }n

◦ � 单调趋于0�{v  }n

◦ 则� 收敛�Σ  u  v  n=1
∞

n n

• Abel判别法：若数列� 满⾜�{u  }, {v  }n n

◦ � 收敛�Σ  u  n=1
∞

n

◦ � 单调有界�{v  }n

◦ 则� 收敛�Σ  u  v  n=1
∞

n n

• 级数的运算性质

◦ 结合律：收敛级数可在不改变次序前提下将连续项合并成新项，新级数仍收敛

▪ 若合并成新项的项同号，则新级数与原级数收敛于同⼀数

◦ 交换律：绝对收敛级数具有交换律

5.4�⽆穷乘积�

• 取对数后⼏乎等价于级数

第六章：函数项级数



6.1�函数项级数收敛性�

• 收敛域

• ⼀致收敛

◦ ⼀致收敛Cauchy准则�

◦ ⼀致性

• Dirichlet判别法与Abel判别法�

◦ 与常数项级数基本⼀致，但需将趋于0、有界等条件加上⼀致性�

6.2�和函数性质�

• 连续性：若⼀致收敛，且每项在I上连续，则和函数在I上连续�

• 可积性：若⼀致收敛，且每项在I上连续（在闭区间上可减弱为可积），则和函数的积分为每⼀项积
分后的和函数

◦ 在有界闭区间上，项函数积分后的和函数⼀致收敛于和函数的积分

• 可微性：在闭区间上，若项函数连续可导，导数的和函数⼀致收敛，且存在区间内某点使得该点处
级数收敛，则和函数⼀致收敛，且其导数等于项函数导数的和函数。

6.3�幂级数�

• Abel定理：
� �{a  x }在x  有界，则级数在(−∣x  ∣, ∣x  ∣)内绝对收敛，且∀r <n

n
0 0 0 ∣x  ∣，在[−r, r]上⼀致收敛0

◦ 内闭⼀致收敛性

◦ Abel第⼆定理：幂级数在收敛区间端点� 处收敛，则
� �

R

∀r : 0 < r < R,级数在[−r,R]上⼀致收敛

• 收敛域与收敛半径

• 和函数的相关性质

◦ ⼀般不考

• Taylor级数与Maclaurin级数�

• 和函数求解

◦ 对⽐已知Taylor级数�

◦ 求导/积分�

第七章：傅⾥叶级数

7.1�形式Fourier级数�



• 内积空间

• Fourier级数与系数求解�

7.2�Fourier级数的性质与收敛性�

• Dini判别法(不考察)�

• f的形式Fourier级数在� 收敛于� �x  0  [lim f (x) +
2
1

x→0+ lim  f (x)]x→0−

• 平⽅平均距离（不考察）

⼆、往年题选讲

选填

考点1：求梯度、旋度、散度�

� �F = (x ln(y + z) + y ln(x+ z) + z ln(x+ y)),求div(F )(1, 1, 1)

Tips：记好梯度、散度、旋度三个“度”的记号与定义�

考点2：多重积分计算�



Tips：善⽤交换积分次序、换元、对称性、⼏何意义等简化⼿法，灵活判断�

考点3：曲线积分�

Tips：善⽤Green公式，Stokes公式�

考点4：曲⾯积分�



Tips：第⼀类曲⾯积分确定好被积分区域与曲⾯⽅程；第⼆类曲⾯积分确定好⽅向、善⽤Gauss公式�

考点5：级数判敛�



Tips：灵活切换根值、⽐值判别法；善⽤等价⽆穷⼩；涉及⼀致收敛记好书上性质，实在不会不要恋

战

考点6：级数求和函数�



� �求幂级数Σ   x 在(−1, 1)的和函数n=1
∞

2n
(−1)n 2n

Tips：使⽤求导、积分等⼿法消去含n的系数�

考点7：Fourier级数�

� �
设2π 周期函数f (x) =   的形式Fourier级数的和函数为S(x)，则S(π) ={

x,
0,

x ∈ (0,π]
x ∈ (−π, 0]

 。

� �

设2π周期函数在区间[−π,π]的定义为f (x) =

  ，设f (x)的形式Fourier级数为  +{
x+ 1,
1,

x ∈ (0,π]
x ∈ (−π, 0] 2

a  0
 (a  cosnx+

n=1

∑
∞

n

b  sinnx)，则b  =n n  。

Tips:�善⽤Dini定理求和函数值；求参数直接套公式即可�

解答

考点1：多重积分计算�



Tips：画图确定积分区域；恰当决定积分次序�

考点2：曲⾯积分与曲线积分�

� �
设S为上半球⾯z =  包含在圆柱⾯ x−  +R − x − y2 2 2 (

2
R

)
2

y =2

 内的部分，求  z dS。
4
R2

∬
S

3



Tips：第⼆类曲⾯积分⼏乎⼀定需要使⽤Gauss定理，注意正⽅向、被积曲⾯是否闭合；第⼀类曲⾯积

分注意被积区域。曲线积分同理，善⽤Stokes定理与Green公式。�

考点3：级数�

Tips：纯纯送分题，和选题做法相同。注意考虑边界是否收敛。�

考点4：Fourier级数�



• Parseval�等式：

� �
设f (x)是周期为2π的函数，其傅⾥叶系数为a  , b  ，则   [f (x)] dx =n n

π

1
∫

−π

π
2

 +
2
a  0

2

 (a  +
n=1

∑
∞

n
2

b  )n
2

Tips：很唬⼈的送分题，记好含三⻆函数积分怎么算，求具体级数解时代⼊即可，使⽤Dini定理。�

证明

考点1：级数�



设�� �a  >n 0,n = 1, 2, 3, ⋯

(1)�若级数�� �收敛，级数�� �是否收敛？若收敛，证明之；若不收敛，举反例；� a  

n=1

∑
∞

n   

n=1

∑
∞

a  a  n n+1

(II)�若级数�� �收敛，级数�� �是否收敛？若收敛，证明之；若不收敛，举反例；�  

n=1

∑
∞

a  a  n n+1 a
n=1

∑
∞

n

(III)�若�� �单调，且级数�� �收敛，此时级数�� �是否收敛？若收敛，证明之；若不

收敛，举反例。

{a  }n   

n=1

∑
∞

a  a  n n+1  a  

n=1

∑
∞

n

Tips：记好D判别法，A判别法的条件，不要记混；⼤胆放缩；善⽤等价⽆穷⼩�

考点2：多重积分�

设�� �为有界闭区域，其边界⾯�� �为光滑正则曲⾯。�Ω ⊂ R3 ∂Ω

(1)�设�� ，求证：���f , g ∈ C(2)

� � f  dS =∬
∂Ω ∂n

∂g
 fΔgdxdydz +∭

Ω
 ∇f ⋅∭

Ω
∇gdxdydz

其中�� �为�� �的外法向量，算⼦���n ∂Ω

� �∇ =  i +
∂x
∂

 j +
∂y
∂

k,
∂z
∂

� �Δ =  +
∂x2

∂2

 +
∂y2

∂2

;
∂z2

∂2

(II)�函数� �u = u(x, y, z), v = v(x, y, z) ∈ C (Ω)(2)

若�� �为调和函数(� )，且当�� �时，� ，求证：��u Δu = 0 (x, y, z) ∈ ∂Ω u(x, y, z) − v(x, y, z) = 0



� �

  +  +  dxdydz ≤∭
Ω

[(
∂x
∂u

)
2

(
∂y
∂u

)
2

(
∂z
∂u

)
2

]

  +  +  dxdydz.∭
Ω

[(
∂x
∂v

)
2

(
∂y
∂v

)
2

(
∂z
∂v

)
2

]

Tips：考的⽐较少，善⽤上⼀问结论。⼤概率需要使⽤Guass定理�


